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m 1.1. Frage

WelcherDruck herrschim InnerneinesSternes?

m 1.2. Vorbereitung
Die deutschdJbersetzungler Mathematica-Befehlewird geladen:

<< Deutsch’

Mit denibersetzteBefehlenkannnuneinedeutscheEinheiten-Kontrolldormuliertwerden:
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m 1.3. Antwort

m 1.3.1. Hydrostatischer Druck

m 1.3.1.1. Lehrbuch-Formel

Laut dtv-Lexikon der Physik ([dtv1969], Band 4, Stichwort Hydrostatik, Seite 160-162)gilt fur nicht allzu grof®
Hohenunterschiede bei konstanteFallbeschleunigung:

p2—pL=pgh (1.

m 1.3.1.2. Druck-Gradient

Fir p - p[h] undg — g[h] ergibtsichzun&hstdie Notwendigkeit,einenDruck-Gradienterzu bestimmen:

Vp— m PIN+aNI- pin

Jim Ah == dp plh] = p[h] g[h] (1.2

= 1.3.1.3. Allgemeiner hydrostatischer Druck

Der allgemeinehydrostatisch®ruck ergibtsichnunalsIntegraliber diesenDruck-Gradienten:

pih] == f anplhldh= [ plhlglhldh 13)

m 1.3.2. Inkompressible Flussigkeit

m 1.3.2.1. Konstante Dichte

Bei einerinkompressiblerrlissigkeitist p[h] = p eineKonstanteetwabei einerErde,die nurausWassembestinde.

= 1.3.2.2. Fallbeschleunigungunter Wasser

Dann ergibt sich die Fallbeschleunigunginter Wasserjeweils als die Fallbeschleunigungdie die noch verbleibende
Innenkugelnachdem NewtonscherGravitations-Geseterzeugenwirde (vgl. [BeS1945], § 31, Seite111-112:Dort
stimmtdie Herleitungnichtvallig; vgl. auch[Krau2007], Graphik9, Seite27 undKapitel 4, Seite32-50),also:
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van h
{olh] » - — f h® pdh}
h 0

% //. EinheitenKontrolle // Deutsch
4

{gih] - -3 hry p}

{Richtig}

Die FallbeschleunigungimmtalsokontinuierlichzumMittelpunkt desFlissigkeits-Sternkin linearab.

m 1.3.2.3. Hydrostatischer Druck

Darausfolgt nunderhydrostatisch®ruck alsIntegraliber p g[h]:
h 4
{pin1 > [ pathan /. {ginl » - = hy p})
% //. EinheitenKontrolle // Deutsch
{plh] %p(—é hryp+ é H27T7P)}
{Richtig}

m 1.3.2.4. Schaubild p[h] Uber h
DiesergibtfolgendesSchaubild:
; 2 2 2 2
Zeichnenee {Auswerten|p (_E h2xyp+ 3" H yp] [{y->1Lp->1H->1]

2
{h, -1, 1}, AchsenBeschriftung— {" —", "p[h]"}, ZeichnenStil » SpektraIFarbe[g]};

Ilr

p(h]

Ilj

-1 -0.5

m 1.3.2.5. Maximal-Druck im Zentrum

Der Maximal-Druckim Zentrumbetrét:



4 © Norbert Sidland Hydrostatik.nb

2 2 2 2
p(—— h*ryp+—=nH )/p)/. {h> 0}
3 3
2
3 H2xy p?
Der Maximal-Druckim Zentrumist alsobestimmbar.

m 1.3.2.6. Schaubildh tber p[h]

Die DarstellungderUmkehr-Funktiorist ebenfallssinnvoll:

2 2
h /. Auflo senNactjp == p (— 3 h2zyp+ 3" H2 'yp), h] // Vereinfachen

Zeichnenee@

2
{Auswerten% /.{H » 1,7 > 1, p > 1)1, {p. O, E7cH2y,oz/. Ho1Ly->1p-1}

h
H

2
AchsenBeschriftung— {"p[h]", " —"}, ZeichnenStil » SpektraIFarbe[E]};

=N Ly
2ny p? 2ny p?

h
H
1

m 1.3.2.7. Naherung fur geringe Tiefe

Fir einenichtallzu grof® Tiefe Ah ergibtsichfolgendeN&herung:
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2 2
p (- 3 h2zyp+ 37 H? )/p) /. {h » H — Ah} // Ausmultiplizieren

ReihenEntwicklung[%, {Ah, O, 1}] // Normalisieren
% g

4
sH=7yp

4 2
3 HryAhp? - 3 ny AR p?

4 2
3 HayAhp

gAhp

Dies ist die Lehrbuch-Formekum hydrostatischemruck in einerinkompressibler-lissigkeit. Das Vorzeichenvon g
wurdehierbeipositivgewdlt, daderDruck mit der Tiefe Ah zunimmt.

m 1.3.3. KompressiblesGas

m 1.3.3.1. IdealesGas-Gesetz

Hier ist die Dichte nicht konstant,sondernihrerseitseine FunktiondesDruckes,im einfachster-all gem# demidealen
Gas-Gesetz:

m
pV==nRT/ {n> V}/.{m->,oV}
Auflé senNacli%, p] // Einebnen

% //. EinheitenKontrolle // Deutsch

_RTVp
M

M p
{P*ﬁ}

{Richtig}
m 1.3.3.2. Fallbeschleunigungim Gas

Die Fallbeschleunigungm Gas ergibt wieder jeweils die Fallbeschleunigungg[h], die die noch verbleibende
InnenkugehachdemNewtonschelGravitations-Gesetander Stelleh erzeugemwirde, also:

van h
{g[h] g - f plh] hzclh}
h 0

47ryfohh2 plhldh
AL

{gih] - -

Die FallbeschleunigungimmtalsokontinuierlichzumMittelpunkt desGas-Sternsin nichtlinearab.
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= 1.3.3.3. Nichtlineare Differenzial-Gleichung
DiesergibtnunfolgendenZusammenhang:

M p[h]

4 h
DruckGleichungl p] = 8 pih] == plh] alh] /. {glh] - - % fo plhlh2 dh} /. {plh] -

4M2y (f'h? pihl dh) pih]
h2 R2 T2

Dies ist einenichtlinearelntegro-Differenzial-Gleichunglie nachTrennungdesintegralsdurch Differenzierenin eine
reine Differenzial-Gleichungiberfthrt werdenkann:

h2
& /@ DruckGleichung] p]
pLh]
H& J@%

. # plh] o
DruckGleichung[p, 1] = T & /@ % [/ AllesAusmultiplizieren
Wpih  4M2ry [R pihldh

plhl R2T2
2hpthl _ R pIhi® R p'thl __ 4K M2xy plhl
ph] plh]? pthl R2T2
o P 4hMZry plh)?
2p[h]— p[h] +hp[h]——_T

Diesist einenichtlineareDifferenzial-Gleichund@. Ordnungin p[h], die nicht soeinfachanalytischgelést werdenkann.

m 1.3.3.4. Triviale Losung
Die Losungp[h] = 0 erfiilt die Gleichung:

plh] # & /@ DruckGleichung[p, 1] // AllesAusmultiplizieren
% /. {p = Funktion[{h}, 0]} // Deutsch

_ 4hM? 7y p[h]3

2 p[h] p'th] - h p'[h]? + h plh] p’[h] == T2

Richtig

DasVakuumbesitztalsodie hydrostatisctstabileLésung p[h] == O fUr alle h. Diesgilt freilich nur fir die Bereichejn
denenkein Sternzufindenist.

= 1.3.3.5. WesentlicheEigenschaft

Die gewonnené&sleichungergibtmith - 0:
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DruckGleichung[ p, 1]

% /. {h = 0}
o P 4hMZry plh)?
2p'[h] - o] +hp[h]———T
2p[0]==0

Also resultiertp'[0] = 0. Somitbleibt nur nochein frei wahlbaresAnfangswertproblemz.B. p[0] - 1. Abweichungen
von p'[0] -» 0 missenauf Singularitdgenin p[h] fihren.

DieseEigenschaftp'[0] - O resultiertausder TatsachedasseineradialeSymmetriefir denSternangesetzivurdeund
dassim Symmetriezentrundlie Resultierendeder GravitationskraftNull ist, also kein weiterer Druckzuwachserfolgt.
Der Ausflugin die Singularitdenfir p'[0] # 0 kannsomitentfallen.

m 1.3.3.6. NumerischeL&sungenund Schaubilder p[h] Uber h

Die numerischd_dsungdieserDifferenzial-Gleichunggelingt gut, wennfir beide Anfangswert-Probleman derselben
Stelleh ~ 0 begonnerwird:

Auflé senNachDruckGleichung[p, 1], p''[h]] /. {Regel- Gleichung} // Einebnen// Vereinfachen
Kurve[Rechts 1] = DifferenziaIGIeichungNumerischL('jseI{

1 1
(%[ /. {M>1y->1LR->1T->1, —]==1 p'[—=]==0}, ph], {h, —. 5}];
1000 1000 1000

SchaubildRechts 1] = Zeichnene@ {Auswerten[ pLh] /. Kurve[Rechts 1]],

h,

, 5}, ZeichnenStil» SpektralFarbe[0]};

1000
yon AMZzyplh)®  2p[h  p[h?
P =-— % * m)
1
0.8/
0.6/}
0.4}
02!
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Auflé senNachDruckGleichung[p, 1], p''[h]] /. {Regel- Gleichung} // Einebnen// Vereinfachen
Kurve[Links, 1] = DifferenziaIGIeichungNumerischLdser[{%[[1]]/ Mo1y-1R-1T-1}

p[—m] == P[-m] == 0} pint. {n '%) i

SchaubildLinks, 1] = Zeichnene@ {Auswerter{ plh] /. Kurve[Links, 111,

1
{h, -——, -5}, ZeichnensStil» SpektralFarbe[0]};

1000’
(0[] == - AMZry plhl® _ 2pTh] | p’[h]z}
Phi== RET? h olh]
-5

Die UberlagerungeiderKurvenist sehrilberzeugend:

Schaubild1] =
Zeiger{ SchaubildLinks, 1], SchaubildRechts 1], AchsenBeschriftung— {"h", " p[h]" }];

ph]

2 4

Fir eineandereParameter-Wakdrgibtsich ein dhnlichesSchaubild:
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Auflé senNachDruckGleichung[p, 1], p''[h]] /. {Regel- Gleichung} // Einebnen// Vereinfachen
Kurve[Rechts 2] = DifferenziaIGIeichungNumerischL('jseI{

(%l /.M -1 1L, R->1T-10 p| ! |==1rp| - | ==0}, pih1, {h ! 50}]

. = 1, =1, - 1, g ’ —\|==41 — | == ’ ’ y ;
° 4 P 1000 P 1000 P 1000
SchaubildRechts 2] = Zeichnene@ {Auswerten[ pLh] /. Kurve[Rechts 2]],

1
h, ——, 50}, ZeichnenStil » SpektralFarbe[0]};
{ 1000 } P o ]}

4M2myplhl®  2pthl  plhl®

{p’[h] == -

RET? h p[h]}

1

0.8+

0.6}

0.4

0.2}

10 20 30 40 50

Aufld senNachDruckGleichung[p, 1], p''[h]] /. {Regel- Gleichung} // Einebnen// Vereinfachen
Kurve[Links, 2] = DifferenzialGleichungNumerischLoserf{%[[1] /. {M - 1,y » 1, R-> 1, T - 10},
1 1 1
——|==1, p'|-——|==04}, p[h], th, =——, =50}];
p[ 1000] P [ 1000] } pih] { 1000 }]
SchaubildLinks, 2] = Zeichnene@ {Auswerter{ plh] /. Kurve[Links, 2]1,

1
{h, -——, -50}, ZeichnenStil-» SpektralFarbe[0]};
1000
4M2xy plh®  2p'thl  plhP?

(prthi== - R2T2 h ' p[h]}

-50 -40 -30 -20 -10

Die UberlagerunglieserbeiderKurvenist auchsehriberzeugendind durchausinlich:
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Schaubild 2] =
Zeiger{ SchaubildLinks, 2], SchaubildRechts 2], AchsenBeschriftung— {"h", " p[h]" }];

p(h]

40 20 "
Die Ahnlichkeitder Schaubildeist belegbar:
Zeiger{Schaubild[1], Schaubild2]];
plh]
h

-15 -10 -5 5 10 15

Damit ist die grundlegendd-orm der Druck-VerteilungeinesSternebeschriebenwenn dieserausnur einemeinzigen
GasbeinureinereinzigenTemperatubesteht.

An der Grenzezum Vakuum findet beziglich der Temperaturleitungeine Totalreflexion statt, so dassauch kleine
Gasmengeibei niedrigerTemperatudurchausstabil als "Gastropfen'im Weltall besteherkénnen.Ein kritischerWert,
abdemein Sternbesteherkann,wurdenichtgefunden.

Eine Gaswolkeim Weltraumverliertihre Temperatunur aufgrundvon Abstrahlung.

Die Asymptotenp[+co] — 0 bestéigen, dassein Gasdengesamterzur VerflgungstehendeRaumprinzipiell ausfillt.

m 1.3.3.7. Irrige Vereinfachung

FolgendeanalytischeV/ereinfachungler Gleichungwird versucht:
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#
h_[h] & /@ DruckGleichung[p, 1] // AllesAusmultiplizieren
p

DruckGleichunglp, 2] = % /. {p - Funktion @@ {{h}, ¢/"}} // AllesAusmultiplizieren

2p(hl  p[h®  p’thl  4M2xyplh]
— + == —
hplhl  pih>  plhl R2T2
2], AEMN M2 7y
+ f [h] == —T

Diesist einenichtlineareDifferenzial-Gleichung@. Ordnungin f[h], die nichtsoeinfachanalytischgelést werdenkann.

DieserGleichungs-Typveistallerdingsauf eineLdsunghin, die f [h] = Logarithmus| p[h]] heifenkénnte,z.B.:

Cl1
DruckGleichung[p, 2] /. {f - Funktion[{h}, Logarithmus[hz;clm]]} // AllesAusmultiplizieren //
+
Vereinfachen
~ 2(®+3C[2) ~ 4M2 71y C[1]
(2+cl2)?  RT2(M2+C[2)

m 1.3.3.8. Differenzial-Gleichung der Kehrwert-Funktion

Die Differenzial-Gleichungler Kehrwert-Funktiorscheinteinfacherzu sein:

1
DruckGleichung[p, 1] /. {p - Funktion|h}, ﬁ]} // AllesAusmultiplizieren
g

#glh1?

DruckGleichung[p, 3] = & /@ % /[ AllesAusmultiplizieren

glh>  gih®  gh?  ReT2glh)?

29'[h]+hg'[h]2 hg’thl  4hMZ2ny

2g'[h '[h? 4M?2
3 g[]+g[] _g,,[h]::_im
h glhl R2T2

Hier wird ein Ansatzmit einemPolynommotiviert:

DruckGleichungl[p, 3] /. {g = Funktion[{h}, ah?)}

Aufld senNach%, a] // Einebnen

DruckLé sund p, 3, 1] = {g - Funktion @@ {{h}, ah? /. %}}
DruckGleichungl[p, 3] /. % // Deutsch

4M2ny

—2a== R2T2

2M2 1y
fa- R2 T2 }

2h>M?ny

{g - Functiori{h}, W]}

Richtig
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DieseFunktionbesitzteinewaagerecht&dangentey'[0] — O.

Darausfolgt folgendeFunktionfur denDruck:

1
DruckLésund p, 1, 1] = {p - Funktion ee {{h}, Pl /. DruckLé sung p, 3, 11}}
g

DruckGleichung[p, 1] /. % // Deutsch

R2T?

{p - Functior[{h}, m]}

Richtig

Es existiertalso ein hydrostatischstabiler Zustandmit p[0] - co und p'[0] = 0. In unmittelbarertUmgebungdieser
Doppel-Singularittist allesregula.

= 1.3.3.9. Deutungs-Probleme

Fir die VertreterdesUrknalls ist nunproblematischgassein hydrostatischstabiler Zustanderrechnetvurde.

Fir ein beliebigkompressiblessasergibt sich nun, dassdasselbém SinnedesidealenGas-Gesetzeisn Zentrumauf
einenunendlichhohenDruck komprimiertwird. Freilich stellt diesesErgebnisdie GrenzenderidealenGas-Gesetzédsa
Frageunddeutetan,dassmindestenslie Van-der-Waals-Gleichunigendigt wird, um genawzu sein.

EsergibtsichallerdingsfolgenderVerlauf der Fallbeschleunigung[h]:

ya4n " M prh]
h]==-— h1h?dh /. {plh
glh] - fop[] /- {olhl » ——

% /. DruckL6sundp, 1, 1]

}

4M ry ['h? pihldh
- h2RT

2RT

o=

DieserVerlauf besagtdassein schwarzed och vor allem nachdemidealenGas-Gesetexistiertund gar nichtsin sich
hinein saugt waszu nahekommt,weil ein hydrostatischstabiler Zustanderrechnetvurde.

Die MasseeinesderartigerschwarzerLochsergibt:

M p[h]

}

h
m[h] == 47rf plh1h?dh /. {p[h] »
0
% /. DruckL6sundp, 1, 1]
4M x "2 pih] dh
RT

2hRT
My

m(h] ==

m(h] ==

Diesbedeutetdassir h - 0 auchdie zugehdige Massem[h] verschwindetdennNichtswiegtauchnichts.
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Das Problemist hier in der Tat eine unzul&sige Verwendungdes idealen Gas-GesetzesledesGas bestehtaus als
inkompressibebngesetzteeilchen,derenGesamt-VolumerurchKompressiomicht unterschritterwerdenkann.

Somit kann die Theorievom Urknall und denschwarzen_dchern nicht durch die hier vorgefihrte Rechnungbelegt
werden.

m 1.3.3.10. Van-der-Waals-Gesetz

Das Van-der-Waals-Gesetautet ([dtv1969], Band 10, StichwortZustandsgleichunged) van-der-Waalsch&., Seite
198-199):
(p+ijV—m==nRTﬁ{naIE“{mApV}
V2 M

Aufld senNach%, p] // Einebnen
% //. EinheitenKontrolle // Deutsch

M (=b+V)(a+ pV?)
- J
RTV3

{p
{Richtig}

Hier lasstsichdasVolumeneinerKugel strenggeometrischmit

h
KugelVolumen[h] = {V - 47rf h® dh}
0

4h3 g
{V—)

J

angebenSomitist p[h] auchnachdemVan-der-Waal-Gesetals Funktionvonh und p[h] angebbar:

M(=b+V h1Vv?2
VanDerWaalsDichtgh] = {p[h] - (=b+V)@+ p[h1V?)

} /. KugelVolumenh]

RTVS3
% //. EinheitenKontrolle // Deutsch
_ 4hn 16 162
{olh 27TM (-b+ 255 ) (@a+ 3 hor p[h])}
64h9 3 RT

{Richtig}

Darausfolgt im n&hstenSchritt die Fallbeschleunigungy[h] und die zugehdige Integro-Differenzial-Gleichungon
pLh]:
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v4n h
{g[h] g - f plh] hzclh}
h 0

% /. VanDerWaalsDichtdh]
DruckGleichung[p, 4] = p'[h] == g[h] p[h] /. % /. VanDerWaalsDichtgh]

h
47y [ H plhldh
o » - 222 AN

4h3x

h_ AhCn 16 16 .2
27M)’f (~b+ 277 @@+ 22 16 2 plh)) dh
0

h?

{oth - - 16 A2RT )

h 4mx 16
729M2 (=b+ &;”)y(f (e "5 )@ s o pln) dh) (a-+ L& 1B 22 prh])
0

/ hl == —
pinl 1024nii5 RE T2

Nachlsolierungdesintegralskanndifferenziertwerden:

#hll

(a+ % hé 2 p[h]) (-b + 4“;")

oh# & /@ % [/ Vereinfachen
DruckGleichung[ p, 5] =

& /@ DruckGleichung[ p, 4]

(Bb-4n? 7’ (9a+ 16h° 72 p[h])z) & /@ % [/ AllesAusmultiplizieren

27h10

D A2 Y (g 16 16 12
729M2yf (Cor )@ g ph
0

hll p’[h] __
(—b + %) (a+ % hé 2 p[h]) 102475 R2 T2

(27h™°((-297ab+ 288ah’x + 16h° 2* (-15b+8h° ) p[h]) p'[h] +
16h" 72 (3b—4h® 1) p'[h]* + h(-3b+4h® 1) (9a+ 16h¢ 22 plh) p[h1)) /

3 .2 6 2 2, 2TM?(3b-4h*n)y(9a+ 16h°x? p[h])
(Bb-4h’m”(9a+16h°x° plh])’) == 02T ST

—297ab p’[h] + 288ah® x p'[h] — 240b h® #2 p[h] p'[h] + 128h° % p[h] p'[h] + 48bh’ 72 p'[h] -
64h'°73 p'[h]? — 27abh p’[h] + 36ah* 7 p’[h] - 48bh #2 p[h] p’[h] + 64h'°x3 p[h] p’[h] ==
19683a°b®M?y  19683a°b?’M?y 6561a°bM?y  729a°M?y  243a>M?y p[h]

1024h7 5 RET2 | 256h42RETZ | 6ANI3RETZ  16MmRETZ  MRZT?
6561a”b® M2y p[h] _ 6561ab?> M2y p[h] .\ 2187a2bM?y p[h] _ 729ab? M2y p[h?
64hl1 3 R2 T2 16h8 12 R2 T2 AR5 R2 T2 h2 R2 T2
729ab*M2y plh]> 972abhM2xy plh)? _ 432ah*M2r’y p[h]? .\ 108b°*hM2 7y plh}® ~
ANSR2 T2 R2T2 R2T2 R2T2
43202 M2 2y plh]®  576bh’ M223y plh®  256h° M2 7%y p[h]®
R2 T2 + R2 T2 - R2 T2

Dies st die eigentlicheGleichung,derenLésungdie tats&hliche Druck-Verteilungin einemSternbesserabschézt als
die TheorievomUrknall oderdenschwarzerLéchern

Fir a -» 0 vereinfachtsichdie Differenzial-Gleichung:
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DruckGleichung[p, 6] = & /@ DruckGleichung[p, 5] /. {a = 0} // Vereinfachen

n216h6

M2@3b-4h3m)’y plh®
A5 RET2

h@Bb-4h37) p'[h1? + plh] (-15b+ 83 7) p'[h] + h(-3b+ 4h3x) p’[h]) ==

DieseGleichungbeschreibtin GasdeutlichoberhalbdeskritischenPunktesalsobei genigendhoherTemperatur.

Auch dieseGleichungist weniggenie®ar undlasstfir genigendForscher-GenerationerochNeulandzurick.

m 1.3.4. Diskussion

Die vorgenommeneBerechnungzeigt, dass Gasvoluminabeliebiger Grdi3e allesamtim Weltraum stabil existieren
kénnenundtrotzdemsténdig in einenleerenWeltraumetwasan Gasverlieren.

Die hier vorgenommenerBetrachtungengelten fur eine konstanteTemperaturT, wobei eine Auskihlung in den
Weltraum hauptséhlich durch Abstrahlunggeschiehtda an der Grenzschichzum Vakuum eine Total-Reflexionder
Temperatur-Leitungtattfindet.

Wederdie VorstellungeinesUrknalls, nochdie Vorstellungvon schwarzerLochern die allesin sich aufsaugenist mit
der hier sogarfir dasideale Gas-Gesetgefundenern_Ldsung einer stabilen Druckverteilungim Sternbzw. in einer
Gaswolkevereinbar.

Eslohntsich,zu einemsingulden Ergebnisdie Probezu rechnerunddenvollen Deutungs-Spielraurau nutzen.

m 1.4. Protokoll

Die Versionvon Mathematica lautet:

{$Version, $ReleaseNumber$LicenselD} // Deutsch
% // AngehaltenLdsen

{$MathematicaFassungAuslieferungsNummesLizenzNummer
{MicrosoftWindows3.0(Octobers, 1996, 0, L4526-3546
Die Berechnungszelietrug:

ZeitVerbrauch[]"s'

52.14s
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