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Zusammenfassung

Ein fiir Schulzwecke geeigneter Beweis zur Fermatschen Vermutung (Grofler Fermatscher
Satz) wird angegeben, der nicht nur fiir Spezialisten nachvollziehbar ist.

1 Aufgabe

In einem Lexikon aus dem Jahre 1953 steht dariiber zu lesen [Lex1953]':

». .. Berithmt wurde die nach ihm ben. F. sche Vermutung (Grofler F. scher Satz):
von F. ausgesprochene Behauptung, die bis heute allen allg. Beweisen der grofiten
Math. widerstanden hat, daf§ die Gleichung 2" + y™ = 2" fiir n (natiirl. Zahl) > 2
u. positiv ganzzahlige x, y, z nicht besteht. Ein Beweis fiir diese Behauptung konnte
bis heute nicht erbracht werden. Der >wahrhaft wunderbare Beweis<, den F. zu be-
sitzen angab, ist nicht bekannt. Paul Wolfskehl (Darmstadt) stiftete 1908 100 000 M
fiir die erste vollkommene Losung bis zum Jahr 2007.“

Im Jahre 1993 legte Andrew Wiles [Enc1997]* einen langen Beweis (ca. 200 Seiten) vor, der
fiir die Lehre keine Rolle spielt, da er zu lang ist. Nun geht es vor allem um einen kurzen und
anschaulichen Beweis, der moglichst alle Losungen zur besagten Gleichung enthélt und auch mit
den Mitteln zu bewerkstelligen ist, die Fermat vorgelegen haben mogen.
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2 Losung durch Vereinfachungen der Aufgabe

2.1 Motivation

Die Ausgangsgleichung
2yt = (1)

befindet sich in einer Form, die nur fiir die Aufgabenstellung selbst als optimiert erscheint.

2.2 Gezielte Umformung
Sie wird alternativ umgeschrieben, damit eine Differenz aus zwei Potenzen auftritt:
" = 2" =y (2)

Dann wird durch y" dividiert, wobei mit x > 0, y > 0, z > 0 und reellem n folgt:

-6

Die rechte Seite kann als endliche geometrische Folge aufgefafit werden.

2.3 Endliche geometrische Folge
Die endliche geometrische Folge [BrS1987]? ergibt fiir natiirliche n:

n—1

q”—lz(q—l)zq"- (4)

Die Richtigkeit dieses Zusammenhangs kann mit Hilfe einer Teleskopsumme durch Ausmultipli-
zieren bewiesen werden:

n—1 n—14+1 n—1
(@=1) > "= > ¢ —->d=q¢-1 (5)
p=0 p=0+1 uw=0
Wird die geometrische Folge nun wieder mit y™ multipliziert, so ergibt sich wegen ¢ = 5 eine
Verallgemeinerung der geometrischen Folge(4):
n—1
-yt = (2 —y) YoMy (6)
pn=0

Damit 148t sich vor allem zeigen, daf§ ein Vorfaktor (z —y) existiert. Wegen der Eindeutigkeit der
Primfaktoren—Zerlegung einer ganzen Zahl fiihrt dieser hédufig zu einer moglichen Division der
Gleichung mit (z — y)", wenn die Fermatsche Forderung zutrifft. Fiir die weitere Betrachtung
werde dieser Faktor mit b bezeichnet.

Ist eine derartige Losung gefunden, so konnen unendlich viele weitere Losungen gleichen Typs
durch Multiplikation mit der n-ten Potenz einer natiirlichen Zahl gefunden werden.
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2.4 Erste Substitution der Aufgabenstellung

Damit ergibt sich folgende Substitution, die die Gleichung fiir die drei Unbekannten z, y und z
in eine Gleichung mit anderen drei Unbekannten x, y und b transformiert:

z—y =25 (7)
mit der Losung:
z—y+b. (8)

Eine Alternative zur Aufgabenstellung (2) ergibt sich nicht bei Substitution der urspriinglichen
Summe (1), da die Summe aus zwei Potenzen nicht mit Hilfe der endlichen geometrischen Folge
vereinfacht werden kann.

Die substituierte Gleichung ist — verglichen mit Gleichung (2) —

" = (y+0b)" —y" (9)
fiir natiirliche x, y, b und n der Weg zur allgemeinen Losung.

Ein weiterer Zusammenhang ist erforderlich, der auf eine weitere Substitution fiihrt.

2.5 Binomischer Lehrsatz

Fermat hat auch mit Pascal [Lex1953]* zusammen gearbeitet, der die europiische Form des
Binomischen Lehrsatzes ausgearbeitet hat. Sie lautet:

(@) = 3 (Z) at b (10)

Die hier verwendeten Binomialkoeffizienten (" bauen das Chinesische Dreieck [Oli1995]° (in

o
Europa auch Pascalsches Dreieck [Lex1953]%) auf und geniigen folgender Differenzengleichung:

(ZE) ) @ ! (ﬂl)' (11)

Pascal war in der Lage, jeden Binomialkoeffizienten durch Anwendung der Fakultit n! = I _; p
direkt zu berechnen, wobei n eine nicht-negative ganze Zahl ist:

n n!
W) T = (
( ) (= p)! 2

Ein leeres Produkt ergibt Eins, so dafl die Binomialkoeffizienten bekannt und eindeutig fiir alle
(hier verwendeten) Argumente sind.
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2.6 Umformung mit dem Binomischen Lehrsatz

Die verbliebene Aufgabenstellung (9) kann nun nach dem Binomischen Lehrsatz eindeutig fiir
alle natiirlichen n in folgender Weise vereinfacht werden:

" = nz—: <Z> Yy o, (13)

u=0

Die Summenschreibweise nach Leibniz (1646-1716) [Lex1953]" stammt zwar aus der Zeit nach
Fermat (1601-1665) [Lex1953]%, ist aber zur Veranschaulichung des Beweisgangs hier sehr niitz-
lich, da sonst eine Piinktchenschreibweise notig wiirde, die weniger Klarheit darstellt.

2.7 Zweite Substitution der Aufgabenstellung

Die verbliebene Aufgabenstellung (13) fiir natiirliche n erhélt man auch, wenn man die n-te
Wurzel aus der ganzzahligen Summe zieht und das Ergebnis x nennt: Dieses ganzzahlige z ist ja
gesucht.

Der Binomische Lehrsatz samt Binomialkoeffizienten ist sehr eindeutig und eine zwingende
Form, um iiberhaupt eine n-te Wurzel glatt ziehen zu kénnen: Die gefundene Lésung mufl den
Binomischen Lehrsatz allemal erfiillen!

Die n-te Potenz einer ganzen Zahl mul zu der Summe addiert werden. Damit kann die
Gleichung jeweils mit " addiert werden:

0=—-2"—-y"+(@y+0b" (14)

Eine Anwendung des Binomischen Lehrsatzes ergibt auch in dieser Schreibweise bei Koeffizien-
tenvergleich die Bedingung
—z" —y" =0, (15)

damit eine n-te Potenz alleine steht:
y" = —a". (16)

Diese Bestimmungsgleichung (16) kann auch direkt aus Gleichung (13) abgeleitet werden. Andere
Moglichkeiten 1483t der Binomische Lehrsatz nicht zu, wenn sie nicht schon vor der Bestimmungs-
gleichung (16) als Spezialfall gefunden wurden.

2.8 Allgemeine Losungstripel

Die Bestimmungsgleichung (16) 148t sich durch z" teilen, was auf n verschiedene Wurzeln von
—1 fiihrt:
== v-1. (17)

Diese Wurzeln sind wegen i = / —1 fiir gerade n nicht reell.
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Fiir alle n # 0 ergibt sich die Losungsmoglichkeit y — 0, scheidet aber aus, da Null nicht
eine natiirliche Zahl ist.

Fiir ungerade n ergibt sich zusétzlich die Losungsmoglichkeit y — —x, dieauf 2 = y+b = 0
zuriick fiihrt.

Damit existieren jeweils drei ganze Zahlen, die die Ausgangsgleichung (nach Riicksubstituti-
on) lésen:

e 1" 4+ y" = 2" mit ganzzahligem z, y — 0, 2 — x und ganzzahligem n # 0;
e 1" 4+ y" = 2" mit ganzzahligem z, y — 0, 2 — —z und geradem n # 0;
e " +y" = 2" mit ganzzahligem x, y — —x, 2 — 0 und ungeradem n.

Diese Losungen scheiden wegen der Forderung, dafl x, y und z jeweils positiv und ganzzahlig
sein sollen, aus. Sie lassen sich jeweils mit der n-ten Potenz einer natiirlichen Zahl, also mit w™,
durchmultiplizieren und sind damit unendlich viele verschiedene Losungen (desselben Typs) fiir
jedes ganzzahlige n und z.

Auch hier ist Null eine gerade Zahl und 0° = 1, so dafl n — 0 auf gar keine Losung fiihrt.

Da die Losung mit grofitmoglicher Allgemeinheit bestimmt wurde, kénnen weitere Losun-
gen der Aufgabenstellung nur noch vor den beiden Substitutionen gefunden werden. Dies ist in
Abhéngigkeit von n zu untersuchen.

2.9 Weitere Losungstripel fiir n — 1
Fiir n — 1 gilt, da die Summe zweier natiirlicher Zahlen auch eine natiirliche Zahl ist:
Tty =z (18)

Dieser Fall gilt bereits zur Aufgabenstellung. Er ist deshalb von Fermat ausgenommen worden.

2.10 Weitere Losungstripel fiir n — 2
Fiir n — 2 ergibt sich nach der ersten Reduktion (13) folgende Einsicht:
2 = 2yb + V7. (19)

Auf der rechten Seite steht fiir b — 1 eine ungerade Zahl. Ungerade Quadratzahlen existieren,
namlich die Quadrate aller ungeraden Zahlen.
Es ergibt sich also eine algebraische Losung in y fiir positive ganzzahlige x:

% —b? 22+ 1? 22 b 22 b
T,y — L2 = = a:,y—>——fz—>2—b+§ ) (20)

2b 2b 20 2’

Auch hier ist beachtlich, dafl das erste Losungstripel mit « — b die Null enthélt.
Losungsbeispiele:

o b=1:52—4%=3% 132 — 122 = 52, 25% — 242 = 72 412 — 40% = 9%, 612 — 602 = 112 usw.
o b=2:5%2—-32=42 102 - 82 =62 17% — 15% = 82, 262 — 24> = 10?, 37% — 35% = 122 usw.
Fiir b > 1 gibt es reduzible und irreduzible Fille, so dass nicht generell b = 1 gilt.



Irreduzible Losungsbeispiele (fiir einige b sind alle Félle reduzibel) sind:

o b=1:52 42 =232 132 — 122 = 52, 252 — 242 = 72 412 — 40%> = 92, 612 — 602 = 11° usw.
o b=2:177 — 152 = 82, 372 — 35% = 122, 652 — 632 = 162, 1012 — 992 = 20% usw.

o b=28:292 —21%2 =202, 532 — 45% = 282, 852 — 77? = 362, 1252 — 117? = 442 usw.

e b=19:65% — 562 = 332, 89% — 80? = 39?2, 149% — 140? = 512, 185% — 176% = 577 usw.

Die irreduziblen Losungsbeispiele entstehen vor allem, wenn b das Quadrat eines b ist, das
bereits irreduzible Fille erzeugte. Dies leuchtet unmittelbar ein, wenn der Vorfaktor b = z — y
aus der geometrischen Folge (6) betrachtet wird, der fiir n = 2 auf eine Quadratzahl fiithren soll.

Es ergeben sich also weitere Fille, die bei der Beweisfithrung gerne {ibersehen werden, wenn
z.B. b = 1 gesetzt wird. Die hier aufgefithrten Beispiele mégen geniigen, um zu zeigen, dass im
allgemeinen Fall b nicht auf eine einzige Zahl reduzierbar ist.

Jeder Losungstyp kann mit dem Quadrat einer natiirlichen Zahl durchmultipliziert werden,
was auf die vollstdndige Losung der Aufgabe fithrt. Der Fall n — 2 wurde ebenfalls von Fermat
ausgenommen.

Fiir n = 2 kann festgehalten werden, dass die Suche nach Pythagordischen Zwillingen ebenso
interessant und unerwartet verlauft wie die Suche nach Primzahlen.

2.11 Unentscheidbares Problem?

Fiir n > 2 besteht die rechte Seite von Gleichung (13) aus mindestens drei Termen. Deshalb
muss hier zur Erzeugung einer Potenzzahl der Binomische Lehrsatz angewendet werden.

Es ergibt sich eine bemerkenswerte Unklarheit beziiglich dieses Gedankengangs, so dass unter
der Annahme, der Fermatsche Satz sei falsch, folgende Substitution hilfreich erscheint:

= 2" =y (21)

Dies ist in Wirklichkeit eine Riicksubstitution, deren Losung freilich auf z = y + b fiihrt, ohne dass
damit etwas bewiesen ist. Es ist also offensichtlich nicht moglich, iiber einen Widerspruchsbeweis
den Fermatschen Satz zu beweisen, sondern es ergibt sich folgender Umstand:

e [st der Satz richtig, so ist das System konsistent.

e Ist der Satz falsch, so ist das System ebenfalls konsistent.

Die Vorstellung, dass die Annahme des Gegenteils zwingend in einen Widerspruch fiithren miisse,
ist hier ganz offensichtlich irrig, denn der Fermatsche Satz ist fiir n = 2 durchaus falsch. Diese
Losungsmannigfaltigkeit ist aber in der algebraischen Formulierung (21) ebenfalls enthalten. Die
Vorstellung von Godel, das Problem als unentscheidbar® einzustufen, kann also zuriick gewiesen
werden: Eine unscharf gestellte Formulierung sagt nichts aus, auch nicht iiber die Entscheidbar-
keit an sich.

Beim Fermatschen Satz geht es eigentlich nur um die Frage, ab wann fiir ganze Zahlen der Bi-
nomische Lehrsatz zur Vollendung einer verminderten Binomialsumme Anwendung finden muss.
Dies ist fiir ganzzahlige n > 2 der Fall.

9[G6d1931], Anmerkung 61, Seite 196



2.12 Zusammenfassung

Deshalb gilt der Fermatsche Satz:

»,Es gibt keine natiirlichen Zahlen z, y, z und n mit n > 2,
die die Gleichung 2" + y" = 2" erfiillen.”

Das war zu zeigen (quod erat demonstrandum).

2.13 Ausblick

Fiir Interessierte sei erwdhnt dafl die folgenden kubischen Drillinge existieren:
3%+ 4% +5° = 6% (22)

Ein Analogbeweis zum Fermatschen Satz erfolgt iiber eine dreifache Substitution einer Gleichung
vierer Verdnderlicher. Die Theoreme zum Umgang mit Dreifachsummen sind weniger geldufig.

3 Diskussion des Bewelises

3.1 Motivation

Der vorgelegte Beweis ist erschreckend einfach und vergleichsweise kurz. Die Zweifel an der
Vollsténdigkeit, speziell im Hinblick auf eventuell vergessene Losungen, sind nicht fiir jeden Be-
trachter vollig eindeutig zu beseitigen. Deshalb sollen noch einige weitere Gesichtspunkte ange-
sprochen werden.

3.2 Weitere Losungstripel fiir n > 2 ?
3.2.1 Vorgehensweise

Die Suche nach weiteren Sonderfillen, wie sie vor der Bestimmungsgleichung (16) fiir n — 2 her-
auskommen, ist immer wieder sehr beliebt. Deshalb sollen nun diejenigen algebraischen Ordnun-
gen angegangen werden, die iiber die schon bekannten Cardanischen Losungsformeln zu bewélti-
gen sind:

3.2.2 Losung firm -3 und b — 1
Der einfachste Fall n — 3 und b — 1 ergibt:

=3y  +3y+1. (23)

Die dritte Wurzel aus diesem Term heifle z. Diese Aufgabenstellung fiihrt bei ganzzahligem y

auf die bereits abgehandelte Einsicht y? = —a3.



Um hier analog zum Fall n — 2 vorzugehen, ergeben sich folgende Losungen fiir y:

11
y— -5 V1245 -3 (24)

Fir x — 1 ergibt sich eine Quadratzahl unter der Wurzel, sonst nicht. Beide Losungsmog-
lichkeiten wurden bereits behandelt.

3.2.3 Lo6sung fiirn -4 und b — 1
Der Fall n — 4 und b — 1 ergibt:

ot =4y  +69y  +4y+ 1. (25)

Die Losung ergibt mit Wurzel = \3/27 x4t +3vV81a8+3:

1 3
B (— ~ Wuarzel + Wurzel) : (26)
1 3(1ii\/§) (1;1\/3) Wurzel
Y3 — = -3+ - i (27)
6 2 Wurzel 2
Ein rationales Losungstripel existiert fiir  — 0 mit Wurzel = /3
1 1.1
=g Yo,3 — —§i§- (28)

Diese spezielle Losung kann mit 2¢ = 16 durchmultipliziert werden und ist dann ganzzahlig. Das

Ergebnis ist nicht neu:
1\* 1\*
21 <o4+ (—2> ) = 2! <2> : (29)

Eine ganzzahlige Losung ergibt sich an der bekannten Stelle fiir x+ — 41, wo die Substitution

Wurzel — \3/ 2746+ 21 und somit y — 0 gilt.

Die Theoreme zur Vereinfachung dritter Wurzeln sind derart wenig ausgereift, dafl iiber nu-
merische Werteberechnung zum Ziel zu kommen ist. Die korrekte Losung erfiillt die folgende
quadratische Gleichung (26) in Wurzel und kann dadurch tiberpriift werden:

1 3

Die Losung dieser quadratischen Gleichung fiihrt auf die Identitét:

C3+V21
===

Wurzel = /27 + 6/21 (31)

Die bereits vorgestellten Ergebnisse fiir gerade n bleiben erhalten.



3.2.4 Losung firn -5 und b — 1

Fiir n — 5 und b — 1 ergibt sich:
2> = 5y* +109° + 109> + 5y + 1. (32)

Hier fithrt die mit y — u — % reduzierte Gleichung lediglich auf eine biquadratische Gleichung;:

5) 1
5 _r.oa, 2 2 1
x’ = bu +2u +16' (33)
Die vier Losungen der Gleichung (32) in y sind:
1 —5+2v/202°+5
y— —=+ v rE (34)

2 25

Hier kommen nur Quadratwurzeln im Ergebnis vor, wodurch x — 1 véllig sicher die einzige
ganzzahlige Losung ist:

1 .v3
y1:O y2:—1 y3,4:—*:|:17. (35)
2 2
Diese Ergebnisse sind nicht neu, unterstreichen aber fiir Zweifler die Vollstandigkeit des vorge-

legten Beweises.

3.3 Kann man Unmdglichkeit mathematisch beweisen?

Der Unmoéglichkeitsbeweis des Fermat besteht vor allem im Nachweis der Null, wodurch nicht
drei, sondern nur zwei Zahlen wirklich gesucht wéren. Fermat tat gut daran, diese Mehrdeutigkeit
durch die Vorgabe zu beseitigen, dal nur natiirliche Zahlen gesucht sind.

Sollen tatsdchlich drei Zahlen gesucht werden, so existiert die Losung schon, allerdings als
irrationale Zahl.

Beim Umgang mit Unmoglichkeitsbeweisen ist immer Vorsicht geboten, da doch allzu schnell
der eine oder andere Fall iibersehen werden mag.

Bei algebraischen Gleichungen n-ter Ordnung gibt es nur n verschiedene Losungen. Dieser
Umstand kann genutzt werden, um etwa die n verschiedenen Einheitswurzeln konkret anzugeben.

Die n-ten Einheitswurzeln lauten exp (21%) mit p € {0,1,2,3,...,n—1}. Es sind immer n
Einheitswurzeln. Damit kann der Fundamentalsatz der Algebra bewiesen werden, wonach wegen
der Umstellungsmoglichkeit von der Art

n—1

yr = — 2_: alp) y" (36)

auch fiir beliebige komplexwertige Polynomkoeffizienten a(u) aus einem normierten Polynom
n-ten Grades nur n Wurzeln (einer komplexen Zahl) resultieren konnen. Die Losung einer alge-
braischen Gleichung bedeutet, dafl es moglich war, Wurzeln niedrigerer Ordnung jeweils (fiir jede
Ordnung) zu einer eindeutigen komplexen Zahl zusammenzufassen.



Auch der Fundamentalsatz der Algebra 1&8t sich fiir natiirliche n in der Form:
,Es ist unmoglich, mehr als n Wurzeln aus einem Polynom n-ten Grades zu ziehen.“

formulieren. In Wirklichkeit aber beweist dieser Satz die Existenz von n komplexen Wurzeln, die
auch zusammenfallen diirfen.

Als Konsequenz aus dieser Betrachtung kann formuliert werden, dal Unmdglichkeit nur da als
bewiesen angesehen werden sollte, wo die Eigenschaften von Losungsweg oder Losung so gut be-
kannt sind, daf§ sie nicht mit den vorgegebenen Methoden oder einem entsprechend eingeschrinkt
vorgegebenen Ergebnishorizont (zum Beispiel: nur natiirliche Zahlen) vereinbar sind.

Ein Unmoglichkeitsbeweis sollte nie so verstanden werden, dafl eine Begegnung mit einer
iiberraschend doch aufgetretenen Losungsmoglichkeit bekdmpft wird. Derartige Begegnungen
tragen vielmehr zu einer gesunden Erschiitterung ganzer Denksysteme bei, damit diese von Trug-
schliissen befreit werden koénnen.

Diese Abhandlung etwa soll helfen, einen lange gesuchten Beweis als trotzdem einfach ein-
zustufen. Der Verfasser (nicht der Hellste) bendétigte fast zwolf Jahre zum Durchbruch und fast
weitere sechs Jahre zum Verstdndnis zu diesem frappierend einfachen Beweis.

3.4 Tips zur Beweisfiihrung

Werden Untermengen der komplexen Zahlen in der Formulierung eines Satzes explizit genannt,
so sind folgende Zusammenhéinge beim Versuch eines Beweises hilfreich:

e Die algebraische Umformung ist meist auf komplexwertige Terme anwendbar.

e Fiir rationale Potenzen sind mehrere Wurzeln (entsprechend dem durchgekiirzten Nenner
der Potenz) bekannt, fiir reelle Potenzen p sind es —[—|p|]'® Wurzeln.

e Die Primfaktoren—Zerlegung ist nur fiir ganze reelle Zahlen eindeutig'!.

e Viele mathematische Satze und Umformungen gelten nur fiir Untermengen der komplexen
Zahlen.

e Canze Zahlen sind entweder gerade oder ungerade, irrationale Zahlen wie /2 keins von
beiden.
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A Eindeutigkeit der Eulerschen Gamma—Funktion

Die Terme der Eulerschen Gamma-Funktion I'(n) interpolieren die Fakultatformel n! = I'(n+1)
und erfiillen folgende Differenzengleichung;:
F'(n+1) =nl(n). (37)
Wegen des fiir alle komplexwertigen z giiltigen Ergdnzungssatzes
™
Fz)r1-=z = 38
@ T-2) = o (38)

erfiillt die Eulersche Gamma-Funktion das Abtasttheorem [Mar1986]2:

,Die minimale Periode einer Interpolationsfunktion ist grofler oder gleich dem dop-
pelten Abstand adquidistander Stiitzpunkte*,

wodurch eine Hauptlosung [Mes1959]'® der Differenzengleichung (37) vorliegt — hier wird der
Abstand Eins zwischen zwei ganzen Zahlen verwendet:
T 7r
= , 39
sin(mz)  sin(7(z£2)) (39)
Die minimale Periode dieses Produktes ist in der Tat Zwei.
Dadurch kann die I" (z)—Funktion nicht eine Periode kleiner als Zwei besitzen, wodurch die
Fakultatformel mit z! = ' (z + 1) bestmoglich fiir alle komplexwertigen z interpoliert wird.
Somit gilt Gleichung (11) auch fiir alle komplexwertigen n und p.
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